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Un po’ di Storia

Un po’ di Storia

Formulare in forma matematica le

leggi della Fisica

I Principia di Newton

Trovare soluzioni esatte (analitiche)

per i problemi meccanici

Formulazione variazionale della

Meccanica

Comprendere la struttura geometrica

sottostante i problemi meccanici

Esistenza di funzioni generatrici dei

moti (Es.: Hamiltoniana)



Un po’ di Storia

Alcuni Problemi Risolti

Il problema di Keplero

Gli Oscillatori Armonici

La trottola di Eulero

La trottola di Lagrange

2.2 The Case of N D 2 Degrees of Freedom 19

2.2 The Case of N D 2 Degrees of Freedom

Following the above discussion, it would be natural to extend our study to
Hamiltonian systems of two dof, joining at first two harmonic oscillators, as shown
in Fig. 2.5 and applying the approach of Sect. 2.1. We furthermore assume that our
oscillators have equal masses m1 D m2 D m and spring constants k1 D k2 D k and
impose fixed boundary conditions to their endpoints, as shown in Fig. 2.5. Clearly,
Newton’s equations of motion give in this case:

m
d2q1

dt2
D !kq1 ! k.q1 ! q2/; m

d2q2

dt2
D !kq2 C k.q1 ! q2/; (2.14)

where qi .t/ are the particles’ displacements from their equilibrium positions at
qi D 0, i D 1; 2. If we also introduce the momenta pi .t/ of the two particles in
terms of their velocities, as we did for the single harmonic oscillator, we arrive at
the following fourth order system of ODEs

dq1

dt
D p1

m
;

dp1

dt
!kq1!k.q1!q2/;

dq2

dt
D p2

m
;

dp2

dt
!kq2Ck.q1 !q2/; (2.15)

which is definitely Hamiltonian, since it is derived from the Hamiltonian function

H.q1; p1; q2; p2/ D p2
1

2m
C p2

2

2m
C k

q2
1

2
C k

q2
2

2
C k

.q1 ! q2/
2

2
D E (2.16)

(see (1.18)), expressing the integral of total energy E . Note that we may think of the
two endpoints of the system as represented by positions and momenta q0, p0 and q3,
p3 that vanish identically for all t .

What can we say about the solutions of this system? Are they all periodic, as in
the case of the single harmonic oscillator? Is the dynamics more complicated in the
four-dimensional phase space of the qi .t/, pi .t/, i D 1; 2 and in what way? Can we
still use the integral (2.16) to solve the system by quadratures? Note, first of all, that,
once we specify a value for the total energy E , our variables qi .t/, pi .t/, i D 1; 2
are no longer independent, as the motion actually evolves on a three-dimensional
so-called energy surface ! .E/. If we choose to solve (2.16) for one of them, say

Fig. 2.5 Two coupled harmonic oscillators of equal mass m and force constant k, with displace-
ments q1.t/, q2.t/ from their equilibrium position, moving horizontally on a frictionless table with
their endpoints firmly attached to two immovable walls
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Since the angle between the angular velocity vector and the angular momentum vector must be 
constant, the angular velocity vector must trace out a space cone around the x'3 (see Figure 5). 

 

 

 
 
 

 

Figure 4.  The angular velocity of a force-free 
symmetric top, precessing around the x3 axis in 
the body frame. 

Figure 5. The angular velocity of a force-free 
symmetric top, tracing out a space-cone around 
the x'3 axis in the body frame. 

 
 
 

 Example: Problem 11.27 

 A symmetric body moves without the influence of forces or torques.  Let x3 be the symmetry 
axis of the body and L be along x3'.  The angle between the angular velocity vector and x3 is a.  Let 

w and L initially be in the x2-x3 plane.  What is the angular velocity of the symmetry axis about L 

in terms of I1, I3, w, and a? 
 

   
Initially: 

  
Trot =

1
2
ω • L

L

α

θ

ωx3
x2

x3′�



Un po’ di Storia

L’ipotesi di Laplace

Possiamo considerare lo stato attuale dell’universo come l’effetto del suo passato e la

causa del suo futuro. Un intelletto che ad un determinato istante dovesse conoscere

tutte le forze che mettono in moto la natura, e tutte le posizioni di tutti gli oggetti di

cui la natura è composta, se questo intelletto fosse inoltre sufficientemente ampio da

sottoporre questi dati ad analisi, esso racchiuderebbe in un’unica formula i movimenti

dei corpi più grandi dell’universo e quelli degli atomi più piccoli; per un tale intelletto

nulla sarebbe incerto ed il futuro proprio come il passato sarebbe evidente davanti ai

suoi occhi

(Essai philosophique sur les probabilités, P. S. Laplace (1814))

La Probabilità per sopperire all’ignoranza (tecnica) nella misura degli stati dinamici e

nella risoluzione delle equazioni del moto



Un po’ di Storia

Successi ...

Scoperta di Nettuno (Le Verrier-Adam-Galle)

Opere Ingegneristiche



Un po’ di Storia

... e Limiti

La Meccanica Classica oggi è considerata una disciplina fisico-matematica (non

completamente assiomatizzata): i suoi postulati, pur ispirandosi al mondo fisico, sono

considerati come dati. Unici sviluppi prevedibili sono le scoperte di nuovi teoremi

interessanti per le sue applicazioni.

I dubbi di Poincaré

...Ma se pure accadesse che le leggi naturali non avessero più alcun segreto per noi,

anche in tal caso potremmo conoscere la situazione iniziale solo approssimativamente.

Se una tale conoscenza ci permettesse di prevedere la situazione successiva con la

stessa approssimazione, non ci occorrerebbe di più ... Ma non è sempre così : può

infatti accadere che piccole differenze nelle condizioni iniziali ne producano di

grandissime in quelle successive. Un piccolo errore nelle prime produce un errore

enorme nelle seconde. La previsione diviene impossibile...

(Science et méthode, H. Poincaré (1908))



Un po’ di Storia

L’avvento della Fisica Moderna

Meccanica Classica
Equazioni del Moto

(Pochi Gradi di Libertá)

Meccanica Statistica

(Molti gradi di Libertá)

Meccanica Relativistica

(fenomeni alla di c )

Meccanica Quantistica

(fenomeni alla scale di ~,

Probabilitá epistemica)

Relativitá Generale e

Gravitazione

(Covarianza generale e scala

delle grandi masse)



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana I

Spazio delle Fasi Γ ' RN x = (x1, . . . , xN)

Funzioni su Γ : F∞ (Γ) 3 H (x) : Γ→R ( e.g. : coordinate, hamiltoniana, costanti del moto, ...)

Struttura di Poisson {·, ·} : F∞ (Γ)×F∞ (Γ)→F∞ (Γ)



antisimmetrica

lineare

Jacobi id .

Leibnitz

Campo vettoriale hamiltoniano X i
H (x) = {H (x) , xi} i = 1, . . . ,N

Equazioni del Moto ẋ = XH (x)



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana II

Esempio: Il rotatore rigido con punto fisso nel sistema solidale al corpo

Struttura di Poisson:
{
xi , xj

}
= εijk xk (Mom. angolare)

{
x · x, xj

}
= 0

Hamiltoniana H = 1
2

(
x21
I1

+ f
x22
I2

+ f
x23
I3

)
( solo contributi cinetici)

Equazioni del moto


ẋ1 = {H, x1} =

(
I−13 − I−12

)
x2 x3

ẋ2 = {H, x2} =
(
I−11 − I−13

)
x1 x3

ẋ3 = {H, x3} =
(
I−12 − I−11

)
x1 x2

⇔


J̇1 = −ω ∧ J

J = I ω

I = diag (I1, I2, I3)

Costanti del Moto Ḣ = {H,H} = 0 (H = E), x · x = `2 =⇒

Quadratura ẋ1 =
√
α+ βx21 + γx41 =⇒ x1 = f (t) (f. ellittica, c. Poinsot)

Integrabilità



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana III

Struttura Simplettica su Γ:{
xi , xj

}
= ωi, j non degenere ωi, j ωj, k = δik =⇒ N = 2n

2-forma non degenere chiusa (area infinitesima in Γ )

ω = 1
2 ω

i, jdxi ∧ dxj , dω = 0 (Jacobi id.)

Se esatta ω = dθ =⇒ coordinate canoniche :

x =
(
q1, . . . , qn, p1, . . . , pn

)
= (q, p) , ω = dqi ∧ dpi = d

(
−pi dqi

)
{
qi , pj

}
= δij ,

{
qi , qj

}
= 0,

{
pi , pj

}
= 0 =⇒

{f (x) , g (x)} = (∇xf )T J∇xg = ∂qi f ∂pi g − ∂pi f ∂qi g

Equazioni di Hamilton

 q̇i =
{
qi ,H (x)

}
= X q

H (x) = ∂piH (q, p)

ṗi = {qi ,H (x)} = X p
H (x) = −∂qiH (q, p)

⇔ ẋ = J∇xH (x) , Jsimplettica



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana IV

∇x ·
(
X q
H (x) , X p

H (x)
)

= 0

Canonical Transformation ϕ : Γ→Γ
(
Q1, . . . ,Qn,P1, . . . ,Pn

)
= ϕ

(
q1, . . . , qn, p1, . . . , pn

)
dqi ∧ dpi = dQ i ∧ dPi ⇔

{
Q i ,Pj

}
= δij ,

{
Q i ,Q j

}
= 0 =

{
Pi ,Pj

}
Variabili Angolo-Azione

Es. Caso 1 g.d.l. H (q, p) H = E ammette moti periodici =⇒ p = p (q,E)

Defininiamo l’Azione

I =

∮
p dq (q, p)↔ (φ, I ) , {φ, I} = 1

H = H (I )

 İ = 0

φ̇ = d H
d I

= ω (I )
→I (t) = I0, φ (t) = ω (I ) t + φ0



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana V

Per n g.d.l. (φ1, φ2, . . . , φn, I1, I2, . . . , In) , H = H (I1, . . . , In) İi = 0

φ̇i = ∂ H
∂ Ii

= ωi (I1, . . . , In)
=⇒

 Ii (t) = Ii 0

φi (t) = ωi (I1 0 . . . , In 0) t + φi 0

Integrabilità ⇔ Esistono coordinate Angolo-Azione tali che tutte le traiettorie siano

periodiche o quasi-periodiche Γ ' T n × Rn

Funzioni Generatrici di Trasformazioni canoniche

S (I, q) , p = ∇qS (I, q) , φ = ∇IS (I, q)

Equazione di Hamilton-Jacobi

H (∇qS (I, q) , q) = E



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana VI

Teorema di Liouville: Un sistema è integrabile per quadrature se è

Liouville-integrabile, cioé se esistono n integrali del moto f1, . . . fn indipendenti e che

siano in involuzione:
{
fi , fj

}
= 0



Sistemi Hamiltoniani

Evoluzione Hamiltoniana VII

June 30, 2009 11:56 World Scientific Book - 9.75in x 6.5in ChaosSimpleModels

18 Chaos: From Simple Models to Complex Systems

(a) (b)

0

π/2

π

3π/2

2π

0 π/2 π 3π/2 2π

φ 2

φ1

0

π/2

π

3π/2

2π

0 π/2 π 3π/2 2π

φ 2

φ1

Fig. B1.1 Trajectories on a two-dimensional torus. (Top) Three-dimensional view of the torus
generated by (B.1.10) in the case of (a) periodic (with φ1,2(0) = 0, ω1 = 3 and ω2 = 5) and (b)
quasiperiodic (with φ1,2(0) = 0, ω1 = 3 and ω2 =

√
5) orbit. (Bottom) Two-dimensional view of

the top panels with the torus wrapped in the periodic square [0 :2π] × [0 :2π].

(the ratio for the name action should be found in its similarity with the classical action
used in Hamilton principle [Goldstein et al. (2002)]). Energy conservation, H(q, p) = E,
implies p = p(q,E) and, as a consequence, the action I in Eq. (B.1.9) is a function of E
only, we can thus write H = H(I). The variable conjugate to I is called angle φ and one
can show that the transformation (q, p) → (φ, I) is canonical. The term angle is obvious
once Hamilton equations (B.1.1) are used to determine the evolution of I and φ:

dI

dt
= 0 → I(t) = I(0)

dφ

dt
=

dH

dI
= ω(I) → φ(t) = φ(0) + ω(I(0)) t .

The canonical transformation (q, p) → (φ, I) also shows that ω is exactly the angular
velocity of the periodic motion7 i.e. if the period of the motion is T then ω = 2π/T .

The above method can be generalized to N-degree of freedom Hamiltonians, namely
we can write the Hamiltonian in the form H = H(I) = H(I1, . . . , IN). In such a case the

7This is rather transparent for the specific case of an Harmonic oscillator H = p2/(2m)+mω2
0q2/2.

For a given energy E = H(q, p) the orbits are ellipses of axis
√

2mE and
√

2E/(mω2
0). The integral

(B.1.9) is equal to the area spanned by the orbit divided by 2π, hence the formula for the area of an
ellipse yields I = E/ω0 from which it is easy to see that H = H(I) = ω0I, and clearly ω0 = dH/dI
is nothing but the angular velocity.
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Perturbazioni di sistemi Integrabili

Non esistenza di integrali del moto I

Hamiltoniane Quasi-Integrabili

H (I, φ) = H0 (I) + ε H1 (I, φ) ε sufficientemente piccolo, I = (I1 . . . , In)

Esistono integrali del moto oltre all’energia?

Sia {H0 (I) ,F0 (I)} = 0

Cerchiamo

F (I) = F0 (I) + ε F1 (I, φ) + ε2 F2 (I, φ) + · · ·

Fi (I, φ) =
∑
m

fi, m (I) exp [m · φ] , m = (m1, . . . ,mn)

{H0,F1} = −{H1,F0}

H1 (I, φ) =
∑
m

h1, m (I) exp [m · φ] ,

Se F0 = Ij

F1 =
∑
m

mj h1, m (I)
m · ∇IH0 (I)



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Non esistenza di integrali del moto II

Problema dei piccoli denominatori

m · ∇IH0 (I) ≈ 0 →

NON convergenza della serie per F1 !!!

1) Condizione di risonanza

m · ∇IH0 (I) = 0

Relazioni razionali tra le frequenze formano un insieme denso di tori distrutti ⇔ Non

esistenza di integrali del moto oltre l’Energia !!!



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Non esistenza di integrali del moto III

Non esistendo (localmente) integrali del moto le traiettrorie potrebbero "vagare" nello

spazio delle fasi, generando Caos deterministico hamiltoniano.

Ma è sempre così ?



Perturbazioni di sistemi Integrabili

KAM I

Teorema di Kolmogorov - Arnol’d - Moser: Sia H (I, φ) sviluppabile in serie di un

parametro ε 6= 0 sufficientemente piccolo, tale che det
(
∂2H0(I)
∂Ii∂Ij

)
= det

(
∂ωi (I)
∂Ij

)
6= 0, i

tori invarianti permangono in una regione della superficie H = E , la cui misura di

Lebesgue tende a 1 per ε→0.

1) KAM implica che, anche in assenza di integrali del moto analitici globali, la misura

dei tori non risonanti, che sono solo leggermente deformati, tende a 1 per ε→0.

2) Le traiettorie del sistema hamiltoniano perturbato possono essere "vicine" a quelle

dell’integrabile H0.

Assumiamo che H1 sia analitica, con coefficienti |h1, m| < C e−m, m =
∑

i |mi |.
Esistono infiniti denominatori

∀m : |m · ω0 (I) | > A (ω0) m−τ , A� √ε, τ > n − 1

F1,F2, . . . esistono in regioni di misura non nulla ⇒ Esistono Integrali del moto



Perturbazioni di sistemi Integrabili

La Mappa Standard di Chirikov I

I (n + 1) = I (n) + ε sinφ (n) ,

φ (n + 1) = φ (n) + I (n + 1) mod2π

Descrive il moto del rotatore "scalciato" , ε è l’intensità dei "calci" e misura la

nonlinearità del sistema

Winding σ = limn→∞
φ(n)−φ(0)

n
definisce la natura dei tori

Conservazione dell’area ∣∣∣∣∣∣
∂I (n+1)
∂I (n)

∂I (n+1)
∂φ(n)

∂φ(n+1)
∂I (n)

∂φ(n+1)
∂φ(n)

∣∣∣∣∣∣ = 1 (1)

Limite integrabile ε = 0 soluzione φ (n) = φ (0) + n I (0) mod2π



Perturbazioni di sistemi Integrabili

La Mappa Standard di Chirikov II
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Fig. 7.1 Phase-portrait of the standard map (7.11) for K = 0.1, 0.5, 0.9716, 2.0 (turning clockwise

from the bottom left panel). The thick black curve in the top-right panel is a quasiperiodic orbit

with winding number very close to the golden ratio G, actually to G−1. The portion of phase space

represented is a square 2π × 2π, chosen by symmetry considerations to represent the elementary

cell, indeed the motions are by construction spatially periodic with respect to such a cell.

We have to distinguish two different kinds of KAM tori: “separating” ones,

which cut the phase space horizontally acting as a barrier to the trajectories, and

“non-separating” ones, as those of regular islands which derive from resonant tori

and which survive also for very large values of the perturbation. Examples of these

two classes of KAM tori can be seen in Fig. 7.1, where we show the phase-space

portrait for different values of K. The invariant curves identified by the value of the

action I, filling the phase space at K = 0, are only slightly perturbed for K = 0.1

and K = 0.5. Indeed for K = 0, independently of irrationality or rationality of the

winding number, tori fill densely the phase space, and appear as horizontal straight

lines. For small K, the presence of a chaotic orbits, forming a thin layer in between

surviving tori, can be hardly detected. However, for K = Kc, portion of phase

space covered by chaotic orbits gets larger. The critical value Kc is associated to

the “death” of the last “separating” KAM torus, corresponding to the orbit with

winding number equal to G (thick curve in the figure). For K > Kc, the barrier

Ritratto di fase della mappa standard per ε = 0.1, 0.5, 0.9716, 2.0. (girando in senso

orario dal pannello in basso a sinistra). La spessa curva nera nel pannello in alto a

destra è un’orbita quasiperiodica con numero di avvolgimento molto vicino φaureo − 1



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Il sistema di Henon-Heiles I

Nel contesto della meccanica celeste, H-H (1964) erano interessati a capire se un

potenziale asimmetrico, che modella in buona approssimazione una stella in una

galassia, possiede un terzo integrale del moto, oltre a energia e momento angolare.

2g .d .l . H = 1
2

(
P2 + p2

)
+ 1

2

(
Q2 + q2 + 2Q2 q − 2

3
q3
)

Nota H = H0 + εH1 con

H0 = 1
2

(
P2 + p2

)
+ 1

2

(
Q2 + q2

)
(2 oscillatori armonici indipendenti)

εH1 = Q2 q − 1
3 q3

L’energia E gioca il ruolo di parametro di sviluppo

Rappresentazione nella Mappa di Poincaré nel piano q, p: le condizioni iniziali per le

orbite possono essere scelte selezionando q(0), p(0) e Q(0) = 0, allora P(0) è fissato

dalla scelta di E .



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Il sistema di Henon-Heiles II

Se esiste un secondo integrale isolante, la mappa di Poincaré sarebbe costituita da una

successione di punti organizzati in curve regolari, mentre la sua assenza porterebbe al

riempimento dell’area delimitata definita da p2/2 + 1
2

(
q2 − 2

3 q3
)
≤ E

a) Punti di equilibrio, moti regolari attorno ad esse, Separatrici eteroclininiche, con

vicine aree irregolari

b) Esistono ancora orbite chiuse, Compaiono orbite con comportamento "randomico"

(i punti neri appartengono ad un solo moto), piccoli anelli circondano le orbite centrali

chiuse, come suggerisce il colore, sono formati dalla stessa traiettoria. Lo spazio delle

fasi disponibile è partizionato in regioni con orbite regolari separate da porzioni finite,

densamente riempite da traiettorie senza apparente regolarità .

c) La maggior parte dello spazio delle fasi disponibile è riempito da una singola

traiettoria. Piccole isole regolari sopravvivono.



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Il sistema di Henon-Heiles III
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Fig. 3.10 Poincaré section, defined by Q = 0 and P > 0, of the Hénon-Heiles system: (a) at

E = 1/12, (b) E = 1/8, (c) E = 1/6. Plot are obtained by using several trajectories, in different

colors. The inset in (a) shows a zoom of the area around q ≈ −0.1 and p ≈ 0.

For E = 1/12 (Fig. 3.10a), the points belonging to the same trajectory lie

exactly on a curve meaning that motions are regular (quasiperiodic or periodic



Perturbazioni di sistemi Integrabili

La diffusione di Arnol’d

N = 2 I tori KAM tori sono bidimensionali e quindi possono separare regioni

della superficie tridimensionale di energia costante.

Regioni caotiche disgiunte, separate da superfici invarianti possono

coesistere.

N > 2 I tori KAM hanno dimensione N mentre l’ipersuperficie H = E ha

dimensione 2N - 1.

Il complemento dell’insieme di tori invarianti (Arnol’d web) è

connesso permettendo, in linea di principio, il vagare di orbite

caotiche.

In studi numerici si è trovato che 〈|I (t)− I (0)|2〉 = 〈∆I (t)2〉 ≈ 2D t,

ma anche subdiffusione con 〈∆I (t)2〉 ≈ tν (memoria a lungo

termine)



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Teorema di Nekoroshev

Data un’Hamiltoniana H = H0 (I) + εH1 (I,φ) , con H0 sotto le stesse ipotesi di KAM

e convessa, allora esistono le costanti positive A,B,C , α, β tali che per ogni dato

iniziale e per tempi limitati dalla relazione

t < B exp
[
Cε−β

]
risulta

|Ii (t)− Ii (0)| < Aεα

1) Il teorema vale globalmente sullo spazio delle fasi.

Es. H = ω · I + εH11 (I,φ) con H1 analitica e limitata, le frequenze ω soddisfano la

relazione diofantea |m · ω| ≥ γ
|m|n con |m| > 0 e γ > 0. Allora per tempi

|t| ≤ B exp
[
Cε−1/n

]
risulta |Ii (t)− Ii (0)| < Aε1/n per i = 1, . . . , n.

Questo tipo di risultati è applicabile allo studio degli asteroidi attorno ai punti di

equilibrio L4, L5 con stabilità per tempi lunghi, ma non infinita.

2) ergodicità e integrabilità non sono proprietà generiche dei sistemi hamiltoniani.



Perturbazioni di sistemi Integrabili

Teorema di Poincaré - Birkhoff I

Il Teorema di Poincaré - Birkhoff afferma che

una generica perturbazione distrugge un toro risonante C con numero di

avvolgimento p/q interi coprimi, dando origine a 2kq punti fissi, metà dei quali

sono iperbolici e l’altra metà ellittici in sequenza alternata.

Attorno a ciascun punto fisso ellittico, possiamo ritrovare tori risonanti che

subiscono l’azione dello stesso teorema quando perturbati

A seguito della perturbazione si forma una struttura di punti fissi autosimilare a

tutte le scale

Queste sono le isole regolari che abbiamo descritto per l’Hamiltoniana di Henon-Heiles
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Teorema di Poincaré - Birkhoff II
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R

Tε
q
R

E H

EH

C

Fig. 7.3 Poincaré-Birkhoff theorem: geometrical construction illustrating the effect of a pertur-
bation on the resonant circle C of the unperturbed twist map. The curve R is modified in the
radial direction under the action of Tq

ε . The original R and evolved Tq
εR curves intersect in an

even number of points which form an alternate sequence of elliptic (E) and hyperbolic (H) fixed
point for the perturbed map Tq

ε . The radial arrows indicate the action of Tq
ε on R while the other

arrows the action of the map on the interior or exterior of R. Following the arrow directions the
identification of hyperbolic and elliptic fixed points is straightforward. [After Ott (1993)]

action I± such that I− < I < I+ and thus α(I−) < p/q < α(I+) with α(I−) and

α(I+) irrational, selecting two KAM circles C− and C+, respectively. The two circles

C− and C+ are on the interior and exterior of C, respectively. The map Tq
0 leaves C

unchanged while rotates C− and C+ clockwise and counterclockwise with respect to

C, as shown in Fig. 7.2.

For ε small enough, KAM theorem ensures that C± survive the perturbation,

even if slightly distorted and hence Tq
εC+ and Tq

εC− still remain rotated anticlock-

wise and clockwise with respect to the original C. Then by continuity it should be

possible to construct a closed curve R between C− and C+ such that Tq
ε acts on R

as a deformation in the radial direction only, the transformation from R to Tq
εR

is illustrated in Fig 7.3. Since Tq
ε is area preserving, the areas enclosed by R and

Tq
εR are equal and thus the two curves must intersect in an even number of points

(under the simplifying assumption that generically the tangency condition of such

curves does not occur). Such intersections determine the fixed points of the per-

turbed map Tq
ε . Hence, the whole curve C of fixed points of the unperturbed twist

map Tq
0 is replaced by a finite (even) number of fixed points when the perturbation

is active. More precisely, the theorem states that the number of fixed points is an

even multiple of q, 2kq (with k integer), but it does not specify the value of k (for

example Fig. 7.3 refers to the case q = 2 and k = 1). The theorem also determines

the nature of the new fixed points. In Figure 7.3, the arrows depict the displace-
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Fig. 7.4 Self-similar structure off-springing from the “explosion” of a resonant torus. [After Ott
(1993)]

ments produced by Tq
ε . The elliptic/hyperbolic character of the fixed points can be

clearly identified by looking at the direction of rotations and the flow lines.

In summary, Poincaré-Birkhoff theorem states that a generic perturbation de-

stroys a resonant torus C with winding number p/q, giving rise to 2kq fixed points,

half of which are hyperbolic and the other half elliptic in alternating sequence.

Around each elliptic fixed point, we can find again resonant tori which undergo

Poincaré-Birkhoff theorem when perturbed, generating a new alternating sequence

of elliptic and hyperbolic fixed points. Thus by iterating the Poincaré-Birkhoff

theorem, a remarkable structure of fixed points that repeats self-similarly at all

scales must arise around each elliptic fixed point, as sketched in Fig. 7.4. These are

the regular islands we described for the Hénon-Heiles Hamiltonian (Fig. 3.10).

7.4 Chaos around separatrices

In Hamiltonian systems the mechanism at the origin of chaos can be understood

looking at the behavior of trajectories close to fixed points, which are either hy-

perbolic or elliptic. In the previous section we saw that Poincaré-Birkhoff theorem

predicts resonant tori to “explode” in a sequence of alternating (stable) elliptic and

(unstable) hyperbolic couples of fixed points. Elliptic fixed points thus become the

Sinistra) Sia un cerchio (toro) risonante C del sistema imperturbata ed R una curva che si modifica in

direzione radiale sotto l’azione della perturbazione generando Rpert . Le curve si intersecano in C ,

generando una sequenza alternata di punti fissi ellittici (E) e iperbolici (H). Seguendo le direzioni del

campo vettoriale si ottiene l’identificazione dei punti. Destra) Strutture autosimilare di punti ellittici ed

iperbolici sviluppatisi al crescere dell’intensità della perturbazione



Catene Metastabili e Integrabili

Il modello Fermi-Pasta-Ulam I

(1954) FPU avrebbe voluto dimostrare numericamente l’ipotesi ergodica dei vari modi

di oscillazione attraverso interazioni non lineari
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H(x1, · · · , xN , p1, · · · , pN ) =
1

2

N∑

j=1

p2
j +

N+1∑

j=1

V (xj+1 − xj) (4.1)

where the potential V actually chosen was

V (x) =
1

2
x2 +

α

2
x3 +

β

3
x4 .

Here, the mass of the particles and the harmonic constant of the springs have
been set equal to 1, while α and β are positive parameters. It is well known that
the corresponding linearized system (α = β = 0) can be transformed, through
a linear change of variables, to a system of uncoupled linear oscillators (normal
modes) with a corresponding Hamiltonian H2 which, in terms of action-angle
variables Ik,ϕk, takes the form

H2 =

N∑

k=1

Ek ,

where
Ek = ωkIk

are the normal-mode energies, having angular frequencies ωk given by

ωk = 2 sin
kπ

2(N + 1)
.

According to classical equilibrium statistical mechanics, the statistical
properties of an isolated system (such as the FPU one) at equilibrium at
a given total energy E should be described by the microcanonical measure
(the one naturally induced on the “energy surface” H = E by the Lebesgue
measure in the whole phase space) or equivalently (at least for sufficiently
large N) by the “canonical” or Gibbs measure in the whole phase space with
a suitable temperature T = T (E). The fundamental result of classical equilib-
rium statistical mechanics is then the “equipartition theorem”, according to
which, in the harmonic limit (α = β = 0), the expected values of the harmonic
energies Ek at a given total energy E, which we denote by < Ek >E , are all
equal, independent of k,

< Ek >E= E/N ≡ ε , k = 1, . . . , N , (4.2)

where ε = E/N is the specific energy, and for the common value ε one has
the interpretation ε = kBT , where kB is the Boltzmann constant and T the
absolute temperature. The result does not change qualitatively for a slightly
anharmonic system (α and β small) and for a small temperature T (i.e., a
small specific energy ε = E/N), because the anharmonic corrections to the
relations (4.2) do vanish in the limit α,β → 0 or T → 0 (i.e., ε → 0).
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Here, the mass of the particles and the harmonic constant of the springs have
been set equal to 1, while α and β are positive parameters. It is well known that
the corresponding linearized system (α = β = 0) can be transformed, through
a linear change of variables, to a system of uncoupled linear oscillators (normal
modes) with a corresponding Hamiltonian H2 which, in terms of action-angle
variables Ik,ϕk, takes the form

H2 =

N∑

k=1

Ek ,

where
Ek = ωkIk

are the normal-mode energies, having angular frequencies ωk given by

ωk = 2 sin
kπ

2(N + 1)
.

According to classical equilibrium statistical mechanics, the statistical
properties of an isolated system (such as the FPU one) at equilibrium at
a given total energy E should be described by the microcanonical measure
(the one naturally induced on the “energy surface” H = E by the Lebesgue
measure in the whole phase space) or equivalently (at least for sufficiently
large N) by the “canonical” or Gibbs measure in the whole phase space with
a suitable temperature T = T (E). The fundamental result of classical equilib-
rium statistical mechanics is then the “equipartition theorem”, according to
which, in the harmonic limit (α = β = 0), the expected values of the harmonic
energies Ek at a given total energy E, which we denote by < Ek >E , are all
equal, independent of k,

< Ek >E= E/N ≡ ε , k = 1, . . . , N , (4.2)

where ε = E/N is the specific energy, and for the common value ε one has
the interpretation ε = kBT , where kB is the Boltzmann constant and T the
absolute temperature. The result does not change qualitatively for a slightly
anharmonic system (α and β small) and for a small temperature T (i.e., a
small specific energy ε = E/N), because the anharmonic corrections to the
relations (4.2) do vanish in the limit α,β → 0 or T → 0 (i.e., ε → 0).

Modi normali ωk = 2 sin k π
2(n+1)

Energia media per modo 〈Ek 〉E = E/n = ε

FPU pensavano di stimare il tempo di rilassamento delle medie temporali

Ēk = limt→∞ 1
t

∫ t
0 Ek (t′) dt′→ε
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mode, for example the “first one” (i.e., the one with lowest frequency), namely
the initial datum with E1 = E, Ek = 0 for k = 2, · · · , N , and for example all
particles in their equilibrium positions, xj = 0, j = 1, . . . , N .

The essence of their numerical computations is well summarized by the
first and the last figures of their paper (corresponding to Figs. 4.1 and 4.2
here). They considered the case N = 32 with the first mode initially excited
(in the way just mentioned) for a certain value of the total energy E and
certain values of α and β. They were expecting that the energy would soon
spread over all other modes k = 2, · · · , N . Instead, they found that the values
of the instantaneous mode energies Ek versus time t were as in Fig. 4.1. One
sees that the energy, initially given to mode 1, passes to the modes 2, 3, 4 and
5 (each of such modes entering the sharing of energy at a proper characteristic
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Fig. 4.1. The time evolution of the harmonic energies. The figure is a reproduction
of the first one of the original FPU report. Here, N = 32 (with α = 1/4, β = 0),
and the energy was given initially just to the lowest frequency mode. One sees that
the energy, instead of flowing to all the 32 modes, remains confined within a packet
of low-frequency modes, namely modes 1 up to 5
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Fig. 4.2. Time-averaged harmonic energies Ek versus time. The figure is a repro-
duction of the last one of the original FPU report

time—this is a point to which we will come back later), and then flows back
almost completely to the first mode (this is called the recurrence property). In
any case, the energy does not appear to flow to the high-frequency modes at all
(or almost at all). The most striking feature was however exhibited by the last
figure of their paper (Fig. 4.2), where the time-averages Ek(t, x) of the energies
Ek up to time t were plotted versus time. Indeed such a figure clearly shows not
only that the final state predicted by classical equilibrium statistical mechanics
was not attained, but also that a relaxation had indeed been attained to some
other kind of (apparently stationary) state (after a certain time, the time-
averages do not appear to change any more), which is completely different
from the final expected one (equipartition). The stabilization of the averages
is much more evident in Fig. 4.3, where the calculation has been pushed to a
much longer time with respect to Fermi’s one.

This is what we like to call the FPU paradox : Instead of a slow relaxation
to the final equilibrium state, there is exhibited a rather quick relaxation to
some kind of “nonstandard” state, in which the energy turns out to be shared
only within a packet of low-frequency modes, having a certain well defined
width, i.e., extending up to some characteristic frequency. One somehow has
a kind of “partial thermalization” involving just such a packet, with the high-
frequency modes essentially excluded, as if the system were composed only
of an effective number of degrees of freedom, substantially smaller than N .
This fact is well exhibited in Fig. 4.4, where we report the corresponding

Paradosso !!! (apparente)
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(1967)

VT =
1
2

(
eλ r − 1− λ r

)
= 1

2 r
2 +

1
3
αr3 +

2
3
α2r4 + .... α = λ/2

Toda trovò famiglie di soluzioni esatte: I solitoni, essi non termalizzano !!!
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It is given by a chain of particles with nearest neighbor interaction, described by the Hamiltonian

and the equations of motion

where  is the displacement of the -th particle from its equilibrium position,

and  is its momentum (mass ),

and the Toda potential .
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Soliton solutions are solitary waves spreading in time with no change to their shape and size and interacting with each other in a
particle-like way. The general N-soliton solution of the equation is

where

with

where  and .

Integrability [ edit ]

The Toda lattice is a prototypical example of a completely integrable system. To see this one uses Flaschka's variables

such that the Toda lattice reads

To show that the system is completely integrable, it suffices to find a Lax pair, that is, two operators L(t) and P(t) in the Hilbert space
of square summable sequences  such that the Lax equation

(where [L, P] = LP - PL is the Lie commutator of the two operators) is equivalent to the time derivative of Flaschka's variables. The
choice

where f(n+1) and f(n-1) are the shift operators, implies that the operators L(t) for different t are unitarily equivalent.

The matrix  has the property that its eigenvalues are invariant in time. These eigenvalues constitute independent integrals of
motion, therefore the Toda lattice is completely integrable. In particular, the Toda lattice can be solved by virtue of the inverse
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Il modello di Toda II

Completa integrabilità : Flaschka (1974)
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Soliton solutions [ edit ]

Soliton solutions are solitary waves spreading in time with no change to their shape and size and interacting with each other in a
particle-like way. The general N-soliton solution of the equation is

where

with

where  and .

Integrability [ edit ]

The Toda lattice is a prototypical example of a completely integrable system. To see this one uses Flaschka's variables

such that the Toda lattice reads

To show that the system is completely integrable, it suffices to find a Lax pair, that is, two operators L(t) and P(t) in the Hilbert space
of square summable sequences  such that the Lax equation

(where [L, P] = LP - PL is the Lie commutator of the two operators) is equivalent to the time derivative of Flaschka's variables. The
choice

where f(n+1) and f(n-1) are the shift operators, implies that the operators L(t) for different t are unitarily equivalent.

The matrix  has the property that its eigenvalues are invariant in time. These eigenvalues constitute independent integrals of
motion, therefore the Toda lattice is completely integrable. In particular, the Toda lattice can be solved by virtue of the inverse
scattering transform for the Jacobi operator L. The main result implies that arbitrary (sufficiently fast) decaying initial conditions
asymptotically for large t split into a sum of solitons and a decaying dispersive part.
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Catene Metastabili e Integrabili

Metastabilità in FPU
4 The Fermi–Pasta–Ulam Problem and the Metastability Perspective 169
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Fig. 4.7. The spectrum at several times (10, 102, . . . , 108). Illustration of the final
phase following the first one, with the attainment of global equipartition (note the
change in the vertical scale of the figures). Same as Fig. 4.6, but now with ε =
5 × 10−3. The time-scale of observation is the same in both cases

Benettin (2005)



Rappresentazione di Lax

Rappresentazione di Lax di un sistema integrabile I

Supponiamo di avere un sistema integrabile a n g.d.l. =⇒ esistono n integrali del

moto indipendenti in involuzione (H1, . . . ,Hn)

Costruisco una matrice n × n L0 = diag (H1, . . . ,Hn)

Ogni trasformazione di similarità (unitaria) U (t) preserva gli autovalori

L = U L0 U−1, che sono costanti rispetto a t

Consideriamo l’eq. agli autovalori Lψ = λ ψ e supponiamo che gli autovettori formino

una base

Derivando rispetto al tempo t e tenendo conto conto della costanza di λ e definito

ψ̇ = −P ψ si ottiene per ogni ψ l’equazione di compatibilità

L̇ = [L,P]

Un sistema hamiltoniano a n gdl corrispondente ad una coppia di Lax (L, P) ha

integrali del moto Tr
(
Lk
)
per k = 1, . . . , n



Sistemi Integrabili Continui

KdV e Trasformata Spettrale I

Limite continuo di FPU : la Korteweg - de Vries (1895)

ut + 6 u ux + uxxx = 0



Sistemi Integrabili Continui

KdV e Trasformata Spettrale II

Figura 8: Henry Poincaré ( 1854 (Nancy) - 1912
(Paris))

descriverne i moti in forma analitica?
Certamente è sempre possibile introdurre del-

le perturbazioni su un sistema integrabile, tali
che per tutte le condizioni iniziali del sistema
viene meno la possibilità di trovare soluzioni
(quasi)-periodiche ben ordinate. Nel senso che
nello spazio delle fasi tali orbite si avvolgono
densamente su superfici lisce e chiuse (tori) (se-
zioni di tali tori si distinguono in Figura 8). Tut-
tavia, se le perturbazioni non comportano riso-
nanze tra differenti modi di oscillazione dello
stesso sistema, allora i tori si distorcono pro-
gressivamente, ma con continuità, al crescere
dell’intensità della perturbazione. Questo fe-
nomeno costituisce il contenuto del celebre teo-
rema di Kolmogorov - Arnold - Moser (KAM)
[10, 11, 12]. In altri termini esso stabilisce sotto
quali condizioni i tori dello spazio delle fasi,
invarianti sotto la dinamica di un sistema in-
tegrabile perturbato, non vengano totalmente
distrutti, ma solo deformati. Questo ha impor-
tanti implicazioni, per esempio, sulla stabilità
delle orbite per il sistema dei 3 corpi, dimo-
strando che in tal caso esistono delle soluzioni
esprimibili in serie convergenti di potenze. Tut-
tavia molte delle sue applicazioni sono limitate
al caso con una delle masse molto piccola rispet-
to alle altre, quindi in generale vanno adottati
metodi di calcolo diversi. Si noti che la restrizio-
ne menzionata è comunque di grande interesse
per i moti dei satelliti artificiali, con Terra-Luna-
Satellite nel ruolo dei 3 corpi. Molti altri esempi
di interesse astrofisico si possono riportare a
questo.

Il teorema KAM, e le sue svariate applicazio-
ni, apre un ampio spazio ai metodi perturbativi,

ma questo significa anche trovare, se esistono,
sistemi integrabili interessanti dai quali partire,
a parte quelli ovvi già noti. Non tutto sem-
bra perduto per i sistemi integrabili. Tuttavia,
solo negli anni ’60 del XX secolo è stato svilup-
pato un metodo più o meno sistematico per
determinarli e studiarli.

La Trasformata integrante

Il metodo che va sotto il nome di Metodo della
Trasformata Spettrale Inversa (IST) fu inventato
50 anni fa (in effetti la denominazione fu in-
trodotta successivamente) da Gardner, Green,
Kruskal e Miura [13] per risolvere l’equazione
di Korteweg - de Vries (KdV)

ut � 6 u ux + uxxx = 0, (1)

che costituisce un sistema dinamico con infiniti
gradi di libertà, ispirata da problemi di idrodi-
namica [96, 15, 16]. Con la notazione adottata
in (1) il campo u (x, t) indica la velocità di una
piccola porzione di fluido nella posizione x al
tempo t e gli indici denotano le sue derivate par-
ziali. Le varie grandezze sono espresse in unità
adimensionali e i coefficienti sono assegnati per
una scelta di convenienza.

Le ragioni di base del perché il procedimento
IST funzioni fu scoperto da Peter Lax, che defi-
nì la struttura matematica centrale (nota come
coppia di Lax) per tutti gli sviluppi successivi
riguardanti i sistemi integrabili [19].

Senza grandi dettagli, l’idea di Lax consiste
nell’introdurre due opportuni operatori linea-
ri L [u] ed M [u, ux], agenti su uno spazio fun-
zionale lineare ausiliario di funzioni complesse
F (x, t) a quadrato sommabile. In primo luogo
Lax dimostrò che l’equazione (1) può essere
esattamente riformulata come

Lt = [L, M] (2)

se si prendono

L [u] = �∂2
x + u, (3)

M [u, ux] = 4∂3
x � 3 (u ∂x + ∂x (u ·)) .

In altri termini la (2) è identicamente soddisfatta
per tutte le F se la u soddisfa la (1) e

⇢
L F = lF
Ft = �M F

. (4)
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Figura 12: Mark Ablowitz (con una copia del manuale
di analisi complessa del quale è autore assie-
me a A. Fokas ). É lo scopritore, assieme
a Kaup Newell e Segur, di una amplissima
classe di coppie di Lax per sistemi comple-
tamente integrabili. Inoltre ha sviluppato,
principalmente assieme a Fokas, una riformu-
lazione del metodo IST in termini di problemi
di Riemann-Hilbert, particolarmente utili nei
casi a più di una dimensione spaziale. Ha
ottenuti numerosi riconoscimenti scientifici
ed è attualmente Full Professor alla Colorado
State University (Boulder, CO, USA)

Figura 13: Riproduzione del 1995 dell’osservazione del
solitone fatta da J. Scott Russell nel 1885
nell’Union Canal. Foto di Chris Eilbeck della
Heriot-Watt University di Edinburgo

u

x

Onda Incidente

Onda Riflessa
Onda Trasmessa

eⅈ k x

ρ e- ⅈ k x

τ eⅈ k x

Figura 14: Il potenziale generico u è rappresentato con
la curva nera. Asintoticamente a x ! �•
un’autofunzione dello spettro continuo del
problema di Schrödinger L con tale poten-
ziale si potrà decomporre nella combinazione
lineare in un termine progressivo eı k x e di
uno regressivo e�ı k x, con un coefficiente r
chiamato ampiezza di riflessione. Invece a
x ! +• rimane solo un termine progressi-
vo con un coefficiente t, chiamato ampiezza
di trasmissione.

nei due limiti asintotici collegano combinazioni
di soluzioni progressive/regressive (si veda la
Figura 14).

Questi dipendono solo da k e, in particola-
re, il reciproco dell’ampiezza di trasmissione
è analitico nel semi-piano superiore C+

k , dove
possiede degli zeri semplici sull’asse immagina-
rio, corrispondenti agli autovalori dello spetto
discreto di L, ed è limitato per =k > 0. Infine è
facile vedere che l’evoluzione temporale dettata
dall’operatore M è banale su di esso, ovvero
l’ampiezza di trasmissione è indipendente dal
tempo. Ecco il punto vulnerabile e dove acchiap-
pare le costanti del moto: si calcola lo sviluppo
dell’inverso dell’ampiezza di trasmissione nel-
l’intorno dell’• con =k > 0: i suoi coefficienti
sono indipendenti da né da x né da t e si pos-
sono esprimere come quantità integrali della
forma

R +•
�• Sn (x, t) dx, le cui densità sono

S1 = u
S2 = ux

S3 = uxx � u2

S4 = uxxx � 2
�
u2�

x (6)

S5 = uxxxx � 2
�
u2�

xx � (ux)
2 � 2u uxx + 2u3

...

Sn+1 = ∂x Sn +
n�1

Â
m=1

Sm Sn�m

Si osservi che l’ultima formula consente di
calcolare ricorsivamente le infinite densità con-
servate. Tuttavia, affinché il sistema sia ef-
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Es. soluzione: Onda Solitaria

Figura 18: In questa immagine del satellite SAR ERS-1
sono visibili tre pacchetti di onde solitarie
interne, che generate nello Stretto di Messina
si propagano verso sud, in corrispondenza di
tre successivi cicli di marea semi-diurni. Le
maree a nord e a sud dello Stretto sono circa
in opposizione di fase, dando luogo al flusso.
Inoltre le acque provenienti dal versante tir-
renico sono superficiali e più calde, mentre
sono più fredde e salate nel quello levantino.
I due liquidi sono quindi ben distinti e sono
separati da uno spessore di circa 150 m. In
tale strato si propagano delle onde interne,
che nella regione di minima profondità e per
le costrizioni topografiche possono superare i
3 m/sec. I pacchetti d’onda sono approssima-
tivamente descritti dalla KdV. Si può notare
che il pacchetto più a nord si scomporrà in
singoli solitoni, che si distanziano progres-
sivamente con il procedere verso sud. (Foto
tratta da earth.esa)

Con una certa grande approssimazione
la KdV descrive l’onda di tsunami [43]
(per un dettagliato confronto tra dati os-
servativi e simulazioni numeriche si veda
https://websites.pmc.ucsc.edu/ ward/), in
quanto è coinvolta l’intera colonna d’acqua so-
vrastante la zona di subsidenza del fondo ma-
rino, purché la lunghezza d’onda tipica non
sia inferiore alla distanza dalla costa. In tal ca-
so saremmo ancora nelle condizioni di acqua
bassa.

Le semplici soluzioni di tipo onda solitaria

u = � c
2

sech2
p

c
2

(x � c t � x0)

�
(25)

erano adeguate a interpretare le osservazioni di
Scott-Russell nell’Union Canal [96].

Ma l’equazione è stata riesumata dall’oblio
nel lavoro di Kruskal e Zabusky [18], che già
dal titolo evoca la fisica dei plasmi e delle onde
in essi propagantesi. Nella soluzione (25) è chia-
ro l’andamento a campana esponenzialmente
localizzata attorno a x0 + c t. Ma ancora più
evidente è che la sua ampiezza è proporzionale
alla velocità c, mentre la sua larghezza dipende
dall’inverso di

p
c. Quindi l’onda dipende da

un solo parametro caratteristico. Una situazione
che non può verificarsi per le equazioni linea-
ri, dove sicuramente ampiezza e velocità non
sono correlate. Si tratta dunque di un fenome-
no non perturbativo dovuto alla non linearità
dell’equazione.

Tuttavia, ben pochi avrebbero scommesso non
solo di trovare una soluzione esatta che descri-
vesse la collisione di due siffatte onde, ma ad-
dirittura che esse non si distruggessero a vi-
cenda. Averlo scoperto è stata la felice sin-
tesi di esperimenti numerici e considerazioni
analitiche avviate da Zabusky e Kruskal.

Problema Diretto ed Inverso: IST

In particolare, alla luce dell’interpretazione di
Lax del problema associato di Schrödinger, è
naturale chiedersi quali siano le caratteristiche
spettrali che corrispondono al solitone (25). Per
ottenerle si deve studiare l’equazione di Schrö-
dinger con il potenziale a campana rovescia-
ta (quindi attrattivo) (25), che nella letteratura
dei fisici era già noto come potenziale di Ec-
kaus. Fissando il tempo ad un certo valore,
per esempio t0, questo potenziale ha un solo
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Sistemi Integrabili Continui

KdV e Trasformata Spettrale III

k1 = ı
p

c (se si preferisce l = �c ) come au-
tovalore dello spettro discreto. Ad esso corri-
sponde una autofunzione a quadrato sommabi-
le, che si può dimostrare avere il comportamen-
to asintotico exp

⇥p
c x
⇤

per x ! �•, mentre
b1 exp

⇥
�p

c x
⇤

per x ! +•, dove b1 si calcola
dal residuo dell’ampiezza di riflessione in k1.
Infine lo spettro continuo è <k = kR 2 R, ma
r (kR) ⌘ 0.

Con questo abbiamo risolto quello che in ger-
go si chiama Problema diretto, schematizzato nel
seguente diagramma, nel quale all’assegnato da-
to iniziale, facciamo corrispondere i cosiddetti
dati spettrali.

u (x, t0)
s (Lk2) =

�
ı
p

c
 S

R

{b1} r (kR) (⌘ 0)
Pr. Diretto

A questo punto ci possiamo chiedere quali
siano i cambiamenti indotti su questi dati dal-
l’evoluzione temporale. Nel caso della soluzio-
ne (25) si ha una risposta ovvia, in quanto t
cambia la posizione del solitone, che non può
implicare altro che introdurre un fattore di fase
nelle funzioni d’onda e nell’ampiezza di diffu-
sione la quale, chiaramente, non può far altro
che rimanere nulla. Ma questo non è vero per
il coefficiente di normalizzazione, che diventa
b = b1 e8 c3/2 t.

In effetti, quest’ultimo risultato si può rica-
vare anche dal problema ausiliario (4), quando
si studia il comportamento delle funzioni d’on-
da in uno dei limiti asintotici, per esempio ad
x ! �•. In maniera del tutto analoga, sempre
usando il problema ausiliario, si può dimostrare
che in generale anche l’ampiezza di riflessione
evolve secondo una equazione lineare, la cui
soluzione porta a r (k, t) = r (k, t0) e8 ı k3 t.

É degno di rilievo notare che i dati spettrali
evolvano linearmente, conseguenza diretta del-
la formulazione della KdV in termini di una
coppia di Lax. Specificamente grazie all’uso
dell’equazione (4) di evoluzione per le funzioni
d’onda. Tale risultato vale per tutte le equazioni
non lineari che posseggono una formulazione al-
la Lax e fornisce la procedura cruciale: siccome
l’operatore M (vedi (4)), o G in (17), è lineare
e si calcolano facilmente i suoi valori asintotici
in termini di quelli di u, l’evoluzione temporale
dei dati spettrali è sempre lineare a coefficienti
costanti. Possiamo quindi subito calcolare la
dipendenza temporale dei dati spettrali. Questo
è riassunto nel seguente diagramma

s (Lk2) =
�

ı
p

c
 S

R

{b1} r (kR, t0)

s (Lk2) =
�

ı
p

c
 S

Rn
b1 e8c3/2t

o
r (kR, t) = r (kR, t0) e8 ı k3

R t

Evoluzione Dati Spettrali

Ora però vorremmo usare questa informa-
zione per ricostruire il potenziale ad un tem-
po successivo, o precedente, a quello iniziale.
Anzi vorremmo farlo anche nel caso avessimo
più autovalori dello spettro discreto k2

1 < k2
2 <

· · · < k2
N < 0, le corrispondenti costanti di nor-

malizzazione
n

b1e8 ı k3
1t, b2e8 ı k3

2t, · · · , bNe8 ı k3
Nt
o

e ampiezza di riflessione nulla per k 2 R.
Un problema di questo tipo si chiama Proble-

ma Inverso, semplicemente perché vogliamo ro-
vesciare il verso della freccia nel diagramma del
Problema Diretto, il quale consiste nel risolvere
una equazione di Schrödinger, che è un proble-
ma lineare. Quindi il suo inverso deve essere
ancora un problema lineare. Ad esso si possono
dare varie forme, ma per KdV è conveniente
esprimerlo come equazione integrale di Gelfand
- Levitan - Marchenko (GLM) [44, 45]. Essa fu
introdotta esattamente per ricostruire il poten-
ziale presente nell’equazione di Schrödinger (in
una dimensione spaziale) da assegnati dati spet-
trali, eventualmente provenienti da misurazioni
sperimentali. La procedura della Trasformata
Inversa consiste nei seguenti passi:

1. si costruisce la funzione

F (x, t) =
N

Â
n=1

bn (t) eı kn x +
1

2p

Z +•

�•
r (k, t) eı k x dk,

2. si cercano le soluzioni K (x, y, t) dell’equa-
zione integrale lineare GLM

K (x, y, t) + F (x + y, t) +
Z •

x
K (x, z, t) F (z + y, t) dz = 0,

3. si scrive il potenziale dell’equazione di
Schrödinger nella forma

u (x, t) = �2
d

d x
K (x, x, t) . (26)

Nome della Rivista XI, 2018 • Sistemi Integrabili 16
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Evoluzione Dati Spettrali

Ora però vorremmo usare questa informa-
zione per ricostruire il potenziale ad un tem-
po successivo, o precedente, a quello iniziale.
Anzi vorremmo farlo anche nel caso avessimo
più autovalori dello spettro discreto k2

1 < k2
2 <

· · · < k2
N < 0, le corrispondenti costanti di nor-

malizzazione
n

b1e8 ı k3
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Nt
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Dal punto di vista dello studio della KdV la
funzione u (x, t) ottenuta in (26), risolvendo la
GLM, è la sua soluzione corrispondente ai dati
spettrali assegnati in precedenza, a loro volta
evoluti a partire da quelli corrispondenti al dato
iniziale u (x, t0).

u (x, t)
s (Lk2) =

�
ı
p

c
 S

Rn
b1 e8c3/2t

o

r (kR, t0) e8 ı k3
R t

Pr. Inverso

In conclusione, la procedura:
Problema Diretto ! Evoluzione dei Dati Spettrali

! Problema Inverso
ci consente di integrare esplicitamente la KdV
con dato iniziale:

u (x, t0) ! u (x, t) .

In particolare, il problema precedentemente
proposto di trovare la soluzione corrispondente
ad un certo numero finito N di autovalori di-
screti ed ampiezza di riflessione nulla ha, grazie
alla GLM, una formulazione semplice:

uN (x, t) = �2
∂2

∂ x2 ln det A (t1, . . . , tN) , (27)

ti = �ı
�
ki x � 4k3

i t
�

,

dove A è una matrice N ⇥ N con componenti

Am n = dm n + ı bm
e�(tm+tm)

km + kn
. (28)

In primo luogo questa formula è interpretabi-
le come relazione di sovrapposizione non lineare
tra solitoni: qualcosa che non si immaginava
potesse esistere in precedenza, se non in senso
approssimato. In effetti è difficile riconoscere
due solitoni della forma (25) nell’espressione

u = �12
3 + 4 cosh (2x) + cosh (4x)

[3 cosh (x) + cosh (3x)]2

corrispondente ad una scelta dei parametri
k1 = ı, k2 = 2ı, b1 = 1, b2 = 2 e a t = 0.

Questo aspetto è messo ben in luce studiando
i limiti asintotici, ponendosi in sistemi di riferi-
mento che si muovono a velocità v1 = 4k2

i . Si
scopre che per x ! ±• la soluzione tende al
solitone caratterizato dall’autovalore ki a meno
di un fattore di fase. Questo sfasamento è della
forma � log ’N

j 6=i
kj�ki
kj+ki

, e tutti i solitoni interagi-
scono tra di loro, dando luogo a fenomeni come

Figura 19: Interazione di 3 solitoni di KdV

quello illustrato in Figura 17 e 19.
Ma ancora la formula (28) è stata lo spunto

per sviluppare molta della geometria e dell’alge-
bra combinatoria connessa ai sistemi integrabili
( a questo proposito si veda l’articolo di Y. Ko-
dama nel presente numero). Inoltre ha ispirato
numerose analoghe formulazioni per altri siste-
mi non lineari integrabili e vari metodi connessi
alla ricerca di soluzioni particolari (si vedano i
manuali menzionati in precedenza in relazione
al metodo di Hirota, le funzioni Grassmanniane
di Sato, la funzione t, la trasformazione di Dar-
boux, le trasformazioni di Bäcklund, il metodo del
dressing).

Infine merita ricordare che l’equazione di
KdV ammette anche soluzioni periodiche, delle
quali la (25) è un limite particolare, esprimibili
in termini di funzioni ellittiche e determinate
da Korteweg e de Vries [16]. Esse sono le ben
note onde cnoidali, la cui espressione è data da

u = u0 + H cn2
✓

x � c t
D

|m
◆

, (29)

dove cn indica la specifica funzione ellittica di
Jacobi, 0  m  1 il suo modulo, H l’ampiez-
za dell’onda. Questi due parametri fissano la
velocità c, il livello di riferimento u0 e la sca-
la D. Quindi anche nel caso periodico siamo
ben lontani dalle soluzioni dell’equazione del-
le onde, nelle quali la velocità è indipendente
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Soluzioni periodiche

dalla lunghezza d’onda né dalla sua ampiezza.
Né , infine, tali onde si possono semplicemente
sommare per dar luogo a delle nuove soluzioni.

Sulla falsariga delle onde a rapida convergen-
za a 0, una teoria per questo tipo di soluzioni
doveva essere associata alla risoluzione dell’e-
quazione di Schrödinger stazionaria con poten-
ziali periodici. In generale, lo spettro corrispon-
dente contiene un numero infinito di intervalli
chiusi disgiunti. Ad esempio questo è il caso del
modello Krönig-Penny con potenziale periodico
rettangolare, ben noto alla comunità dei fisici
dello stato solido. Tuttavia, usando l’approccio
del problema inverso, Akhiezer [46] aveva di-
mostrato l’esistenza di una classe di operatori
Schrödinger con uno spettro assolutamente con-
tinuo costituito da un numero finito di intervalli
(gap ) separati. Più precisamente, Akhiezer riu-
scì a ridurre la ricostruzione del potenziale alla
soluzione del problema di Jacobi sull’inversione
degli integrali abeliani su una superficie iperel-
littica di Riemann, i cui punti di diramazione
coincidono con i confini degli intervalli nello
spettro [47]. Akhiezer ha presentato il risulta-
to nel caso di un solo gap, corrispondente al
più semplice potenziale di Lamé ellittico, corri-
spondente alle onde cnoidali. Tuttavia soluzioni
periodiche più generali, associate a spettri fini-
te gap, furono ben presto determinate usando
metodi strettamente legati a IST [48, 49]. Una
formula esplicita, corrispondente a spettri con g
gap nello spettro dell’operatore di Schrödinger,
per soluzioni periodiche di KdV è data da

u (x, t) = �2∂2
x log Q (x p + t v + l) + (30)

2C � 2
g

Â
k=1

I

ak

l dUk, (31)

dove Q indica la generalizzazione g-
dimensionale della funzione q di Riemann,
definita dalla formula

Q (h|B) = Â
k2Zg

exp [p ı B k · k + 2p ı h · k] .

La matrice (g ⇥ g) B è simmetrica, a parte im-
maginaria positiva, ed ha elementi Bjk =

H
bk

dUj,
dove si sono introdotti i differenziali abeliani
normalizzati con opportune costanti Cji

dUj =
Â

g
1 Cjil

g�i
q

’
2g+1
j=1

�
l � Ej

� .

1 Riemann Surfaces 27

�2g �2g+2�2 �4 �2g�1 �2g+1�1 �3

b1

b2 bg

a2a1 ag

Fig. 1.20. A canonical cycle basis of a hyperelliptic Riemann surface.

1.4.1 Di�erential forms and integration formulas

If smooth complex valued functions f(z, z̄), p(z, z̄), q(z, z̄), s(z, z̄) are as-
signed to each local coordinate on R such that

f = f(z, z̄) ,

� = p(z, z̄)dz + q(z, z̄)dz̄ , (1.40)

S = s(z, z̄)dz ^ dz̄

are invariant under coordinate changes (1.1), one says that the function (0-
form) f , the di�erential (1-form) � and the 2-form S are defined on R.

The 1-form � is called a form of type (1,0) (resp. a form of type (0,1)) if
it may locally be written � = p dz (resp. � = q dz̄). The space of di�erentials
is obviously a direct sum of the subspaces of (1,0) and (0,1) forms.

The exterior product of two 1-forms �1 and �2 is the 2-form

�1 ^ �2 = (p1q2 � p2q1)dz ^ dz̄ .

The di�erential operator d, which transforms k-forms into (k +1)-forms is
defined by

df = fzdz + fz̄dz̄ ,

d� = (qz � pz̄)dz ^ dz̄ , (1.41)

dS = 0 .

Definition 16. A di�erential df is called exact. A di�erential � with d� = 0
is called closed.
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Figura 20: Base di cicli di una curva iperellittica rappre-
sentata nel piano complesso. sono rappresen-
tati i g tagli [Ek , Ek+1] circondati dai cicli ak
e attraversati dai cicli bk. Sui cicli ak e bk
vengono integrati i differenziali abeliani dUi,
che intervengono nella ricerca di soluzioni
con numero finito g di gap
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The involution i2 has no fixed points. The covering

Ĉ ! Ĉ2 = Ĉ/i2 (1.26)

is unramified. The mapping (1.26) is given by

(µ,�) ! (M,�) , M = µ�, � = �2 ,

and Ĉ2 is the Riemann surface of the curve

M2 = �
2N�

n=1

(� � �2
n) .

1.3 Topology of Riemann surfaces

1.3.1 Spheres with handles

We have seen in Sect. 1.1 that any Riemann surface is a two-dimensional ori-
entable real manifold. In this section we present basic facts about the topology
of these manifolds focusing on the compact case. We start with an intuitive
fundamental classification theorem.

Theorem 8. (and Definition) Every compact Riemann surface is homeo-
morphic to a sphere with handles (i.e., a topological manifold homeomorphic
to a sphere with handles in Euclidean 3-space). The number g 2 IN of han-
dles is called the genus of R. Two manifolds with di�erent genera are not
homeomorphic.
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Fig. 1.9. A sphere with 2 handles

The genus of the compactification Ĉ of the hyperelliptic curve (1.22) with
N = 2g + 1 or N = 2g + 2 is equal to g.

For many purposes it is convenient to use planar images of spheres with
handles.

Figura 21: Le curve iperellittiche definiscono delle su-
perfici di Riemann compatte, che sono omeo-
morfe a una sfera con maniglie. Il numero
g 2 N di maniglie è chiamato genere della
superficie. Due varietà con diverso genere
non sono omeomorfe.

Il polinomio a denominatore nell’espressione
dei differenziali definisce la curva iperellittica
di genere g

G =

(
(w, l) : w2 =

2g+1

’
j=1

�
l � Ej

�
)

,

avente i punti di diramazione Ej, g tagli lungo
gli intervalli [E1, E2] , . . . ,

⇥
E2g+1, •

⇤
e una base

di cicli canonici aj e bj, sui quali
H

aj
dUk = djk.

Le altre quantità coinvolte nella formula (31)
sono costanti strettamente legate alle precedenti
e si rimanda agli articoli originali per eventuali
approfondimenti.

Quindi, come nel caso dei solitoni, si era sco-
perto il metodo generale per sovrapporre non
linearmente onde periodiche e farle interagire,
producendo forme sempre più complesse.

D’altro canto, ancora una volta l’equazione
di KdV si scopre al crocevia insospettato di va-
rie branche della Matematica, collegando ora
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dalla lunghezza d’onda né dalla sua ampiezza.
Né , infine, tali onde si possono semplicemente
sommare per dar luogo a delle nuove soluzioni.

Sulla falsariga delle onde a rapida convergen-
za a 0, una teoria per questo tipo di soluzioni
doveva essere associata alla risoluzione dell’e-
quazione di Schrödinger stazionaria con poten-
ziali periodici. In generale, lo spettro corrispon-
dente contiene un numero infinito di intervalli
chiusi disgiunti. Ad esempio questo è il caso del
modello Krönig-Penny con potenziale periodico
rettangolare, ben noto alla comunità dei fisici
dello stato solido. Tuttavia, usando l’approccio
del problema inverso, Akhiezer [46] aveva di-
mostrato l’esistenza di una classe di operatori
Schrödinger con uno spettro assolutamente con-
tinuo costituito da un numero finito di intervalli
(gap ) separati. Più precisamente, Akhiezer riu-
scì a ridurre la ricostruzione del potenziale alla
soluzione del problema di Jacobi sull’inversione
degli integrali abeliani su una superficie iperel-
littica di Riemann, i cui punti di diramazione
coincidono con i confini degli intervalli nello
spettro [47]. Akhiezer ha presentato il risulta-
to nel caso di un solo gap, corrispondente al
più semplice potenziale di Lamé ellittico, corri-
spondente alle onde cnoidali. Tuttavia soluzioni
periodiche più generali, associate a spettri fini-
te gap, furono ben presto determinate usando
metodi strettamente legati a IST [48, 49]. Una
formula esplicita, corrispondente a spettri con g
gap nello spettro dell’operatore di Schrödinger,
per soluzioni periodiche di KdV è data da

u (x, t) = �2∂2
x log Q (x p + t v + l) + (30)

2C � 2
g

Â
k=1

I

ak

l dUk, (31)

dove Q indica la generalizzazione g-
dimensionale della funzione q di Riemann,
definita dalla formula

Q (h|B) = Â
k2Zg

exp [p ı B k · k + 2p ı h · k] .

La matrice (g ⇥ g) B è simmetrica, a parte im-
maginaria positiva, ed ha elementi Bjk =

H
bk

dUj,
dove si sono introdotti i differenziali abeliani
normalizzati con opportune costanti Cji

dUj =
Â

g
1 Cjil

g�i
q

’
2g+1
j=1

�
l � Ej

� .
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Fig. 1.20. A canonical cycle basis of a hyperelliptic Riemann surface.
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The genus of the compactification Ĉ of the hyperelliptic curve (1.22) with
N = 2g + 1 or N = 2g + 2 is equal to g.

For many purposes it is convenient to use planar images of spheres with
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KdV e Trasformata Spettrale V

Figura 22: Soluzione della KdV del tipo a 2 gap nel-
lo spettro, per alcune scelte particolari dei
parametri. La figura è tratta da [50]

Figura 23: Soluzione con tre picchi dell’equazione di
Camassa-Holm.

la teoria delle funzioni e delle superfici di Rie-
mann con i sistemi integrabili, dalla geometria
differenziale alla discreta, alla teoria dei grafi.
Quindi questa equazione non solo ha svolto la
funzione di esempio paradigmatico per i siste-
mi integrabili, ma è stata ampiamente utilizzata
nello studio di molti fenomeni, che spaziano
dalle onde interne in fluidi, alla propagazione
di impulsi fononici non lineari nei cristalli, fino
alla teoria delle stringhe [51].

D’altra parte applicando i metodi di multisca-
la [53] e modificando alcune condizioni fisiche
nelle procedure di riduzione delle equazioni
originarie, si giunge spesso ad equazioni simi-
li, alcune delle quali completamente integrabili
grazie a specifiche coppie di Lax, tra le quali
l’equazione di Boussinesq [15]

utt � uxx �
�
3u2 + uxx

�
xx = 0

e l’equazione di Camassa- Holm [52]

ut + 2kux + 3uux � uxxt � u ux,x,x � 2uxuxx = 0

e parecchie altre analoghe, magari a più com-
ponenti e adeguate a descrivere le situazioni
fisiche più disparate. A titolo di esempio e cu-
riosità la Camassa-Holm possiede solitoni che
sono cuspidali, piuttosto che a campana come
quelli di KdV, come in effetti può capitare di
osservare in natura.

Tuttavia la più celebre e sorprendente di tutte

è l’estensione bidimensionale di KdV, cioé la
cosiddetta equazione di Kadomtsev - Petviashvili
(KP) [54]

∂x (ut + 6uux + uxxx) + 3s2 uyy = 0, s2 = ±1.
(32)

Questa equazione descrive l’ evoluzione di onde
di superficie debolmente bidimensionali, non
lineari e dispersive con tutti e tre gli effetti dello
stesso ordine; la scelta del segno dipende dalla
grandezza relativa della gravità rispetto alla
tensione superficiale.

A tale equazione è associata una ricchissima
struttura algebrica: possiede un’algebra di sim-
metrie puntuali di dimensione infinita di tipo
Virasoro, parametrizzata da funzioni arbitrarie,
possiede infinite simmetrie generalizzate che
anch’esse formano algebre di tipo Kac-Moody
[58], possiede infinite quantità conservate che
commutano rispetto a strutture di Poisson local-
mente definite [59]. La teoria dei suoi solitoni è
connessa alle Grassmanniane di Sato [60], come
si vedrà meglio nell’articolo di Kodama. Risulta
quindi uno degli oggetti matematici meglio noti
in letteratura.

La KP ha una formulazione alla Lax, quindi
si può pensare di applicare il metodo IST per
integrarla. Ma la metodologia risolutiva diffe-
risce significativamente da quella in (1 + 1) -
dimensioni. Il problema spettrale principale è

sFy + Fxx + (u + l) F = 0, s = 1, ı (33)

quindi un problema di Schrödinger di tipo non
stazionario nella variabile spaziale y. Il parame-
tro spettrale l = k2 non ha più l’importanza di
prima. Infatti può essere posto l = 0, senza
perdita di generalità. In questo caso viene in-
serito un parametro complesso attraverso una
condizione al bordo idonea per la funzione d’on-
da di Schrödinger. Nel caso dell’equazione di
KP con s = ı (KPI) si ottiene l’abituale equazio-
ne di Schrödinger dipendente dal tempo e lo
schema IST è stato sviluppato da in [55, 56, 57].
Questo problema inverso è formulato in termi-
ni di un problema ai valori al bordo di Riemann-
Hilbert non locale. Tuttavia per KPII ( s = �1)
le autofunzioni del problema diretto non so-
no in nessun punto analitiche. In questo caso
è richiesta una generalizzazione del problema
di Riemann-Hilbert, noto come il problema ∂̄
(D-BAR). L’idea del problema ∂̄ era già stato
introdotto da Beals and Coifman [61] in mo-
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